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RESUMO

Elementos isoparamétricos de baixa ordem séo incapazes de representar de forma precisa o estado tenséo oriundo da flexdo.
Dentre as varias técnicas conhecidas na literatura para melhorar o desempenho destes elementos, uma das mais simples
tanto do ponto de vista tedrico como de implementagdo computacional € o método dos deslocamentos incompativeis ou nao
conformes. Entretanto, ao se consultar a literatura observa-se que a formulagdo desse método, geralmente, é descrita sem
muitos detalhes. Este trabalho tem por objetivo apresentar de forma pormenorizada a inclusdo dos modos incompativeis no
elemento hexaédrico isoparamétrico de oito n6s com o intuito de melhorar seu desempenho na analise de pecas fletidas.
Dessa maneira, descreve-se passo a passo a obtencdo da matriz de rigidez e das forgas internas do elemento hexaédrico
enriquecido para sua implementacdo computacional. Analisa-se uma viga engastada e uma placa quadrada sujeitas a
diferentes carregamentos e com diferentes malhas. Comparam-se os resultados numéricos com os resultados obtidos
utilizando o elemento hexaédrico de oito n6s padrdo e com os valores tedricos.

Palavras-chave: Método dos modos incompativeis, Elementos finitos de sélido 3D, Cédigo computacional.

ABSTRACT
Low order isoparametric elements are unable to accurately represent the bending stress state. Among the several techniques
known in the literature to improve the performance of these elements, one of the simplest both theoretically and
computational implementation is the method of incompatible modes. However, when consulting the literature it is observed
that the formulation of this method is generally described without much detail. The aim of this work is to present in detail
the inclusion of the incompatible modes in the eight node isoparametric hexahedral element. In this way, it is described
step-by-step the obtaining of the stiffness matrix and the internal forces of the enriched hexahedral element for its
computational implementation. A clamped beam and a thin square plate subjected to different loads and with different
meshes is analyzed. The numerical results are compared with the results obtained using the standard eight-node hexahedral

element and theoretical values.

Keywords: Incompatible displacement mode, 3D finite element, Computed code.

1 - INTRODUCAO

Umas das imprecisbes dos elementos finitos
isoparamétricos de baixa ordem é a incapacidade desses
elementos de representar adequadamente o estado de
tensdo oriundo da flexdo, o que leva a uma estimativa
excessiva da rigidez de pecas fletidas. Neste caso, em uma
analise de elementos finitos pode-se melhorar os resultados
com malhas refinadas ou com o uso de elementos de alta
ordem. As vezes, a necessidade de refinar a malha em
regides onde ha variagbes bruscas nos gradientes de
deslocamentos leva a problemas numéricos de mal
condicionamento da matriz de rigidez global. Por outro
lado, 0 uso de uma malha refinada com elementos de alta
ordem pode tornar o custo computacional proibitivo.

Para melhorar o desempenho dos elementos de baixa
ordem Wilson et al. (1973) introduziram o método dos
deslocamentos incompativeis sem que isso implicasse em
aumento significativo de armazenamento e tempo
computacional. Posteriormente, Taylor, Beresford e
Wilson (1976) melhoraram essa formulacdo ao propor a
integragdo numérica no centroide dos elementos das

parcelas correspondentes aos modos incompativeis para o
calculo da matriz de rigidez e das forcas internas.

Em Wilson (2002) descreve-se uma resenha historica
sobre o desenvolvimento do método dos deslocamentos
incompativeis e a contribuicdo de diversos autores para o
seu melhoramento. O desenvolvimento do método dos
modos incompativeis além de outras formulagdes permitiu
0 melhoramento do desempenho dos elementos finitos
padrdo e, dessa forma, tem reduzido a necessidade do
emprego de integracdo reduzida com o uso de elementos
isoparamétricos de alta ordem.

Os elementos incompativeis tém sido usados em
diversos tipos de anélises. Por exemplo, Crisfield e Moita
(1996) utilizaram esses elementos para realizar anélise ndo
linear geométrica do continuo. Gharzeddine e
Ibrahimbegovic  (2000) empregaram o0s elementos
incompativeis para deformacéo finita, hiperelasticidade. J&
Liu, Cao e Zhao (2014) aplicaram elementos finitos
incompativeis 3D na analise dindmicas de mecanismos
dindmicos de multicorpos.

A principal contribuicdo deste trabalho é a descricdo
minuciosa da inclusdo dos modos incompativeis no
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elemento isoparamétrico de oito nds, uma vez que na
literatura técnica, esta inclusdo é descrita sem muitos
detalhes. A descricdo passo a passo, tem como objetivo a
facilitacdo da implementagdo computacional.

Finalmente, apresenta-se a formulagdo do elemento
hexaédrico linear incompativel e o algoritmo para o
célculo da matriz de rigidez e das forgas internas. Para
avaliar o seu desempenho, faz-se uma simula¢do numérica
de uma viga engastada sujeita a diferentes tipos de
carregamentos. Com a mesma finalidade, analisa-se uma
placa quadrada engastada em todas as bordas e sujeita a
uma carga concentrada no seu centro. No exemplo da viga
sdo obtidos resultados teéricos e computacionais de
deslocamentos na extremidade livre e de tensdes, avaliadas
nos pontos de Gauss proximos ao engaste. Por outro lado,
valores de deslocamentos analiticos e numéricos séo
calculados no centro da placa quadrada.

2 - ERROS NO ELEMENTO PADRAO E SEU
MELHORAMENTO COM MODOS INCOMPATIVEIS

Uma das principais deficiéncias associadas aos elementos
finitos de baixa ordem é sua inabilidade em representar o
estado de deformacéo resultante de uma flexdo pura. Esta
situagdo é ilustrada na Figura la na qual um elemento
solido de oito nds esta sujeito a uma flexdo pura Mz sobre
as faces normais ao eixo-x, € no plano x-y. Para esse tipo
de carregamento, os deslocamentos exatos do elemento séo
mostrados na Figura 1b, enquanto que os deslocamentos
obtidos mediante uma analise com o elemento finito séo
visualizados na Figura 1c. Neste Gltimo caso, percebe-se
gue a resposta é mais rigida quando comparado com aquela
exata obtida no primeiro caso. Isto acontece porque o
campo de deslocamentos aproximados ndo contém todos
0s termos necessarios, quadraticos, nas funcdes de forma.
Assim, o elemento é inadequado para representar a
resposta a flexdo.

Figura 1 — (a) Elemento finito sélido de oito nés; (b)
Deslocamentos exatos; (c) Deslocamentos via elemento finito
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A resposta exata do problema mostrado na Figura 1b
¢ obtida pela Teoria da Elasticidade. Nesta formulacdo
analitica é estabelecido que os deslocamentos reais
produzem uma energia de deformagdo no sistema que é
gerada pelas deformacgdes normais éx e &y. Entretanto, as

funcdes de interpolacdo para o elemento finito de baixa
ordem padrdo fazem com que o elemento finito armazene
uma energia de deformacdo gerada tanto pelas
deformagfes normais quanto por uma parcela de
deformacdo de cisalhamento y, . Em outras palavras, a

aproximacdo do estado de flexdo pura resulta em
consideravel parcela ficticia de deformagdes de
cisalhamento, a qual é frequentemente chamada
“deformagdo parasitica” (COOK, 1975). Esta deformacéo
indesejada, pois faz com que o elemento finito apresente
um aumento artificial da rigidez. Em Krishnamoorthy
(2001) encontra-se a solucdo analitica para o campo de
deslocamentos representado na Figura 1b usando a Teoria
da Elasticidade para o estado plano de tenséo.

3 - FORMULAGAO DO ELEMENTO FINITO SOLIDO
INCOMPATIVEL

Nesta secdo apresenta-se passo a passo a inclusdo dos
modos  incompativeis no  elemento  hexaédrico
isoparamétrico de oito nds e os fluxogramas para a
implementacdo computacional.

3.1 Geometria e campo de deslocamentos
Seja o elemento finito hexaédrico de oito nds mostrado na

Figura 1. A geometria do elemento pode ser interpolada
fazendo o uso da Equacéo 1.

]
2
x] [N, 0 0N, 0 0N, 0 0]z
y|=|0 N, 0 ON, O - 0N, Of (1)
z] |0 ON, 0O O N, 0 0 Nyx
Yo
_ZS_
Ou na forma matricial pela Equacéo 2.
x=Np
)

Em que: x sdo as coordenadas de qualquer ponto do elemento, N
€ a matriz das fungdes de forma, e p as coordenadas nodais.

De maneira similar, os deslocamentos em qualquer
ponto no interior do elemento podem ser interpolados
conforme descrito pela Equacéo 3.

o]
Vl
u] [N, 0 0N, 0 0 --N, 0 07w,
v|i=[0 N, 0 ON, O --0N,O|: @)
w/ |0 ON O 0N, 0 0N,Ju,
VB
L Ws |
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Ou na forma matricial pela Equacéo 4.
u,=Nd
4
Em que: uys sdo os deslocamentos em qualquer ponto do
elemento, e d os deslocamentos nodais.

As funcbes de interpolacdo do elemento hexaédrico
isoparamétrico sdo dadas pela Equacao 5.

N =g (-G L-m)(i-6¢) =18

(®)

Acrescenta-se aos deslocamentos no interior do
elemento uma parcela de deslocamentos ndo conforme u,
dada pela Equacéo 6.

u=u,+u,=Nd+Ma ©)
Em que: M é a matriz que contém as fung¢des de interpolacdo para
0s modos incompativeis, expressa pela Equagéo 7.

M, M, M, 0 0 0 0 0 O
M=0 0 0 M, M, M;j 0 0 O @)
0 0 0 0 0 0 M M, M

1 2 3

Os coeficientes da matriz M séo dados pela Equagéo

8.
M, =1-& (8a)
M, =1-7? (8b)
M, =1-¢? (8¢)
Por ultimo, « é um vetor de deslocamentos

generalizados da formulagdo incompativel. Cabe salientar
que estes deslocamentos ndo possuem relacdo com 0s nds
do elemento. Este vetor é descrito pela Equagao 9.

.
44 :[al o, O a4 0 & 0 O %] )

Uma vez que se esta trabalhando com coordenadas
naturais, é necessario realizar um mapeamento entre estas
coordenadas e o sistema de referéncia cartesiano. Isto é
feito por meio da Equacéo 10.

0 0
o ox
0 0
B T 10
P o (10)
L 8
og oz
Em que: J é a matriz Jacobiana, a qual é dada pela Equagéao 11.
x y @
0E O O&
x oy
J=| 2 X =
on on 0n (11)
ox oy o
o oL of

Por outro lado, a relacdo entre os sistemas cartesianos
e natural é dada pela Equagdo 12.

o o
ox o0&
0 4| 0
R T 12
o an (12)
ol e
oz o¢

Em que: J é a inversa da matriz Jacobiana.

Nas equacBes posteriores, as componentes dessa
matriz serdo expressas conforme a Equacédo 13.

{11 {12 {13
J'= ‘121 ‘122 ‘123 (13)
Ja Ju Iy

3.2 Relacdo deformagao-deslocamento

A relagdo entre as deformacgbes e os deslocamentos é
expressa pela Equacéo 14.

e=g,+¢,=Bd+B a (14)
Em que: B é a matriz que contém as derivadas cartesianas das
funcBes de forma; B. € a matriz que contém as derivadas
cartesianas das funcdes de interpolagdo dos modos incompativeis;
e a* é o vetor de deslocamentos generalizados, porém, com
algumas componentes com posicdes alteradas.

A matriz B ¢é dada pela Equacéo 15.

N, 0 0o - % 0 0
OX X
o N o Mo
oy oy
Al
o 0o Lo o Tt
B=
NN N N, (19
oy oy o oy
o NN g AN N,
or oy oy oy
Ny NN, N,
L oz OX oz ox |
Por sua vez, o vetor o* é dado pela Equagao 16.
*T
a'=[o, o o a4 o o g o o (16)

Observa-se que algumas posi¢des das componentes
desse vetor foram alteradas em relacdo ao vetor a descrito
na Equacdo 9. Esta alteracdo estd relacionada com a
posicdo das componentes do vetor de deformacgdo de
acordo com a notacdo de Voigt. Desta maneira, o vetor de
deformac&o é escrito pela Equacéo 17.
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Por meio das Equacdes 6, 7 e 17 obtém-se as
componentes de deformacdo correspondentes aos modos
incompativeis, de acordo com a Equagéo 18.

ou oM, oM, oM,
=—= o, + O, +———> 0,
oX OX OX
oM, oM, oM,
oy, + as + O
oy oy oy
oM, oM, oM,
— + o, + o 18¢
a a g " (18c)
ou ov oM, oM, oM,
Y=t = o, + Q) +——0, +
oy ox oy oy oy
oM, oM, oM,
o, + 05 + 0O
oX oX oX
o ow oM, oM, oM,
=—+—= a, + o5 +——>
oz oy oz 0z oz
oM, oM, oM,
a, + ag +
oy oy oy
ou ow oM, oM, M,
VY =—t—= a, + a,+ a;+
oz ox oz oz oz (18f)
M, M, M
ox T o T M

(18a)

X

(18b)

=
ov

sy=a=

:MZ

gl

(18d)

7yz a6+

(18e)

Oy

A Equacéo 18 pode ser colocada em forma matricial
de acordo com a Equag&o 19.

Mo g Mg o M5
x x x o
. 0o Mg o M 5 5 M |,
x oy oy oy o
& o A
Sl o o M 5 o Ug"z 0 0 52/'3 a,
z oz z Z
Vo | | My OM, oM, oM, oM, oM, % (19)
” y  ox oy y o s
’ o M. M, oM, oM, M, oM, [%
o oy oz oy oz oy ||%
M, , oM, M, M, M, o am,
L oz ox oz ox oz ox |

Na Equacdo 19 observa-se o reposicionamento dos
coeficientes do vetor a para manter a compatibilidade com
as componentes do vetor de deformacdo. Finalmente,
define-se a matriz deformacdo-deslocamento para os
modos incompativeis por meio da Equacéo 20.

a parcela dos

M, 0 o0 M, 0 0 M, 0 o0
OX OX OX
o M o o M g o M 4
oy oy oy
0 —agjl 0 0 aligz 0 0 —a(’;/l;
O,

B, = 20
oM, oM, oM, oM, 0 oM, oM, 0 (20)
oy Ox oy ox oy ox
0 oM, oM, 0 oM, M, 0 oM, oM,

oz oy oz oy oz oy
oM, 0 oM, oM, 0 oM, oM, 0 oM,
L oz ox oz ox oz ox |

Uma vez que coordenadas naturais sdo utilizadas na
definichio das fungdes de forma para os modos
incompativeis, € necessario fazer o mapeamento deste
sistema para o cartesiano. Para tanto, a inversa da matriz
Jacobiana avaliada no centroide do elemento sera utilizada,
dada pela Equacéo 21.

()

o

-

B
()

o

N

Y}
[}

o

e

@

It = (21)

Sl

o

N

N
Sl

o

N

N
[

o

N

8

(=]
o
w
®

(=]
o
@
N

(=]
o
w
&

As derivadas das fungdes de forma incompativeis
podem ser dadas pela Equacéo 22.

0 0

ox T T T 0

aax Jou Jor Jous ;

@ =1doa Jo Joam % (22)
ES Joar Jowe o

a o

Utilizando sucessivamente a Equacao 22 obtém-se as
derivadas cartesianas dos modos incompativeis por meio
da Equacéo 23.

- _ _ 23a
57U=\]01167U+J012 8U+J01367U ( )
OX o& 0 oc
N o N EY (23b)

Trony 0275 02375
oy g 4
w_3 ow 3 ow ow (230)
oz 031aég oy LEP
n 4

- — 0 23d
57U=J02157U+J02257U+ 023ﬂ ( )
oy o¢ on o¢

- - = 23e
@:Jo1lﬂ+‘]01zﬂ+‘]omﬂ ( )
OX o0& on og

- - - 23
@: 031@""1032ﬂ+‘3033ﬂ ( f)
oz o0& 0 o

_ - - 23
@: 021@4“1022 +J023% ( g)
oy o on g

_ - - 23h
@: 031@+J0325U+J03367U ( 3 )
oz o& 0 og

_ - - 23i
@z‘]ou%*"]om +‘J013@ ( )
OX o0& 0 o¢

Substituindo as Equacdes 7 e 8 na Equacgdo 6 chega-se
deslocamentos  incompativeis  U,.
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Substituindo este resultado na Equagdo 23 produz-se a N = - - (241)
Equa(;éo 24. s P &:‘]o 31(_250‘4)"'*/0 R (—27]0{5)+J0 33 (_24%)
ow - - - 24
- B B (24a) a:‘]o 21(_250‘7)*'-]0 22(—277a8)+J0 23(_25“9) (249)
& =J, 11(_25“1)"']0 12 (_277“2)"']0 13 (_24'“3) U (24h)
N - _ _ (24b) E:‘]o 31(_2@:“1)""]0 » (‘2’7“2)""]0 33 (—24’013)
@:Jo 21(_25(14)‘*"]0 2 (_277“5)+Jo 23 (—2{0!5) ow (24i)
w - _ _ (24c) &:Jo 11(_250‘7)"'*/0 12 (_2770‘8)""/0 13(—2§a9)
2 =Jyq (_25%)+Jo ) (_277‘18 ) +Jy g (—2{(19)
au_ - - - (24d) Fazendo a comparagdo entre a Equacdo 24 e a
—=] -2 Jy 0 (2 Jy0a (2 o \ g . ~
oy a(7260) + o2 (200 ) + Ty (-2415) Equagdo 19 chega-se a expresséo final matriz deformago-
N - _ _ (24e) deslocamento, Ba, descrita na Equacéo 25.
x =Ju (_25“4) +Jo (_2770‘5)"'*]0 13 (_Zgas)
(263, 0 0 293, © 0 2J,, O 0
0 -2£,, O 0 -273,, O 0 -20J,,, O
B - 0 0 -24,, O 0 -27,., 0 0 203y, (25)
‘ _2§jo 2 —2550 11 0 _ano 2 —21750 12 0 —2§j0 23 _24,‘]70 13 0
0 _2‘5‘]0 31 _25*]0 21 0 _277Jo 32 _277‘]0 22 0 —2§J0 33 _24‘]0 23
7*29?:‘]70 31 0 725‘]70 1 727730 32 0 72’730 12 72(‘170 33 0 72(‘170 13 |

3.3 Matrizes de rigidez

A energia de deformacéo de um corpo eléastico é dada pela
Equacdo 26.

1
U= E-[V &' Cedv (26)

Em que: C é a matriz constitutiva do elemento sélido.

Substituindo a Equacdo 14 na Equacdo 26, a
expressao da energia pode ser reescrita pela Equacéo 27.

u-1

zjv[dT Bi+a" B] |C[B,d+B,a |dv

@7
Ao derivar a energia de deformagdo dada na Equacéo
27 em relagdo aos deslocamentos d e aos pardmetros o*
obtém-se as equacdes de equilibrio do elemento expressas
pela Equacéo 28.
i

< clels

Em que: g é o vetor das forcas nodais equivalentes.

K

uu

K

au

K
K

ao

d

*

(24

ua _

(28)

As submatrizes do sistema sdo dadas pela Equacéo

29.
K, = B'CBdv (29a)
K, =[ B'CB,dv (29b)
K, =[ BICBdV (29c)
K, =] BICB,dv (29d)

Ciéncia & Engenharia, v. 26, n.

Aplicando-se a condensagdo estatica na Equacdo 29
obtém-se 0s modos incompativeis e a matriz de rigidez
equivalente do elemento, de acordo com a Equacéo 30.

o =K1K, d (30a)
K=K, —K,K,K, (30b)
Calcula-se a matriz de rigidez do elemento

incompativel por meio de integragdo numérica usando
quadratura de Gauss, de acordo com a Equacgéo 31.

K :ZJZ;\MWJWK f (&G )‘J‘Uk (31)

Em que: i, j, e k sdo as posi¢es dos pontos de Gauss no
sistema de coordenadas naturais, W sd0 0S respectivos pesos
associados a esses pontos, e [Jijk| € o determinante da matriz
Jacobiana avaliado em cada ponto de Gauss.

Na Figura 2 é mostrado um fluxograma detalhado
para o calculo numérico da matriz de rigidez do elemento.
Conforme pode-se observar, enquanto um laco mais
externo é executado sobre cada elemento, outro mais
interno é efetuado sobre cada ponto de Gauss.
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Figura 2 — Fluxograma para calculo da matriz de rigidez

Ler as coord. do elemento no sist. Cartesiano X, y e z

!

Calcular a matriz

i

Calcular as funces de forma N e suas
—| derivadas com relagéo ao sist. Cartesiano x,
y € z nos pontos de integragdo &, 76 € (G

i

Calcular a matriz Jacobiano J e a sua
inversa J- pelas Equacdes 11 e 12,
respectivamente

1

Calcular a matriz deformacéo-deslocamento
compativel B por meio da Equagdo 15

Calcular as fungdes de forma no centro
do elemento No, 0 Jacobiano Jo € a sua
inversa Jo'! fazendo uso da Eauacio

!

Calcular a matriz deformagéo-
deslocamento incompativel B* por meio
da Equacéo 25

'

Calcular as submatrizes de rigidez K", K* e
K< utilizando a Equacéo 29

!

Calcular a matriz de rigidez condensada
L do elemento K = KW — K (Ko )-1Kau
utilizando a Equacdo 30

Loop sobre todos os elementos
Loop sobre todos os pontos de integracao

3.4 Tensdes e forgas internas

A tensdo em cada ponto de Gauss é determinada por meio
da Equacéo 32.

6=Ce=C(g, +¢,) (32)

Substituindo a Equacdo 15 na Equacéo 32, as tensGes
podem ser reescritas pela Equagéo 33.

6=CBd+CB,a’ (33)

As forgas internas sdo dadas pela Equacéao 34.

f= jv B' odV (34)

Calcula-se o vetor de forgas internas do elemento por
meio de integracdo numérica usando quadratura de Gauss
pela Equacédo 35.

F= 2T (&6l (35)

Na Figura 3 é mostrado o fluxograma para a obtencédo
do vetor de forcas internas do elemento.

Figura 3 — Fluxograma para calculo das tensoes e forgas internas

Recuperar os deslocamentos nodais
elemento no sistema cartesiano X, y e z

!

Calcular a matriz

!

Calcular os deslocamentos generalizados
a* (ndo conformes) por meio da
Equacéo 30

!

Calcular as fungfes de forma N e suas
— derivadas com relagdo ao sist. Cartesiano x,
y € z nos pontos de integracdo ¢, 7c € (G

!

Calcular a matriz Jacobiano J e a sua
inversa J! pelas Equagdes 11 e 12,
respectivamente

!

Calcular a matriz deformagéo-
deslocamento compativel B por meio
da Equacdo 15

Calcular as fungdes de forma no centro
do elemento No, 0 Jacobiano Jo e a sua
inversa Jo! fazendo uso da Equacdo 21

l

Calcular a matriz deformagéao-
deslocamento incompativel B* mediante
a Equacédo 25

!

Calcular as deformacdes & do
elemento por meio da Equagéo 14

!

Calcular as tensdes o com a

4

Calcular as forgas internas f pela
Equacdo 34

Loop sobre todos os elementos
Loop sobre todos os pontos de integragéo

4 — EXEMPLOS NUMERICOS

Nesta secdo analisa-se uma viga engastada submetida a
varios tipos de carregamentos, e uma placa quadrada
engastada nas suas bordas e sujeita a uma carga pontual no
seu centro.

4.1 Viga engastada
A peca possui comprimento L =3 m, largurab =0,2 me

altura h = 0,2 m como mostrado na Figura 4. Adota-se um
modulo de elasticidade E = 2-:10° - Pa, e o coeficiente de
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Poisson v = 0,15. Como condicBes de contorno, imp&e-se
um engastamento perfeito em uma das faces do sélido.
Esta estrutura sera analisada como uma viga engastada
sujeita a um esforco de flexdo simples oriundo de trés tipos
de carregamentos: carga concentrada aplicada na
extremidade livre; peso prdprio e carga uniformemente
distribuida aplicada na face superior do sélido, cujos
valores estdo descritos da Figura 5. Na Figura 4 mostra-se
a discretizacdo da estrutura com um ndmero Ne de
elementos. Cada elemento tem um comprimento l.. Para
realizar esta analise foram adotadas, de maneira arbitraria,
quatro malhas com Ne = 3, 12, 25 e 30 elementos.

Figura 4 — Viga engastada discretizada com elementos sélidos 3D

/!
f s

L

Por se tratar de um problema classico, as solucbes

analiticas para as tensdes o e os deslocamentos da
teor
extremidade livre Vmé serfio obtidas pela teoria de vigas

de Euler-Bernoulli. Na Figura 5 sdo mostradas as vigas
equivalentes para os trés tipos de carregamentos
comentados anteriormente. Assim, o valor tedrico da
tensdo normal devida a flexdo em uma fibra localizada a

uma distancia y da superficie neutra é dado pela Equacédo
36.

a,leor — Mlzy (36)
Em que: M; é o momento fletor, e | 0 momento de inércia na
secdo transversal.

Esse valor tedrico serd& comparado com o valor
numérico obtido em qualquer um dos pontos de Gauss
mais préximos da face engastada conforme mostrado na
Figura 6. Portanto, o valor de y é dado pela Equacéo 37.

h 1

23

Por sua vez, o braco de alavanca d é dado pela
Equacé&o 38.

@37)

d=(N,-1)I,+= L L1 (38)

2 243

Finalmente, o valor te6rico do momento fletor M,
para a carga concentrada é Pq e para as cargas distribuidas
g-d?/2. Foram implementados dois tipos de elementos
hexaédricos linear de oito ndés: um padrdo e outro
enriquecido com modos incompativeis, denominados neste
trabalho de H8-DESL e HB8-INC, respectivamente. Os
resultados numéricos dos deslocamentos sdo calculados

num
Vv

por meio de uma média aritmética dos valores de “mé
obtidos nos quatro nés da face da extremidade livre do
solido.

Figura 5 — Vigas equivalentes
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P =1000 N/m’
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Figura 6 — Posicéo dos pontos de Gauss para o célculo das tensdes normais
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De acordo com as Figuras 7, 8 e 9 observa-se que 0s
deslocamentos obtidos com o elemento H8-INC séo muito
préximos do valor teérico, mesmo com uma malha de trés
elementos. Por outro lado, com o elemento H8-DESL os
deslocamentos sdo muito dispares dos valores analiticos.
Para este elemento, com o refinamento da malha observa-
se uma lenta convergéncia assintdtica para o valor
analitico. Na Tabela 1 sdo apresentados os valores dos
deslocamentos obtidos na simulagdo numérica para todos
0s casos de carregamentos e malhas. No caso de carga
concentrada, observa-se que o0 erro relativo em

num teor

Vinax ™ Vimax

deslocamentos, , para o elemento H8-INC com

tegr
max
trés elementos € 3,21% e diminui acentuadamente com as
demais malhas. Para o elemento H8-DESL o erro relativo
em deslocamentos calculado com a malha de 3 elementos é
91,58% e diminui para 12,22% com a malha de 30
elementos. Para os demais casos de carga, observa-se um
comportamento idéntico tanto para o elemento H8-INC
como para o H8-DESL, respectivamente. Entretanto, cabe
salientar que o erro relativo em deslocamentos para o
elemento H8-INC foi de apenas 0,50% com a malha de 3
elementos.

Nas Figuras 10, 11 e 12 observa-se que as tensdes
obtidas com o elemento H8-INC para a malha de 3
elementos ndo sdo préximas do valor tedrico. Para as
malhas de 12, 25 e 30 elementos obtém-se valores
numéricos proximos do valor exato. Por sua vez, com o
elemento H8-DESL as tensdes sdo muito dispares dos
valores analiticos. Para este elemento, com o refinamento

34

da malha observa-se uma lenta convergéncia assintdtica
para o valor analitico. Na Tabela 2 sdo apresentados os
valores das tensdes obtidas na simulagdo numérica para
todos os casos de carregamentos e malhas. Em se tratando
de carga concentrada, observa-se que o erro relativo em

num teor
-0

o

tensoes, , para o elemento H8-INC com trés

teor
o

elementos é 9,62% e diminui de forma progressiva nas
demais malhas. Para o elemento H8-DESL o erro relativo
em tensdes, calculado com a malha de 3 elementos é
92,09% e diminui para 10,54% com a malha de 30
elementos. Para os demais casos de carga, verifica-se um
comportamento semelhante e valores iguais dos erros
relativo em tensBes tanto para o elemento H8-INC como
para 0 H8-DESL, respectivamente. Além disso, para o
elemento H8-INC, nos casos de carregamentos distribuidos
observa-se um aumento significativo do erro para as
tens@es, cujo maior valor foi de 15,81% para a malha de 3
elementos.
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Figura 7 — Valores de deslocamentos versus nimero de elementos Figura 11 — Tensdo normal no ponto de Gauss de referéncia
— carga concentrada versus nimero de elementos — carga de gravidade
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oo —— IIsDESL Tabela 1 — Valores dos deslocamentos (mm)
03 —a— HSINC Carga aplicada na extremidade livre
' —m— tedrico N°. de Valor numérico Valor Erro relativo

—0.4

elem. "Hg.DESL H8-INC  teorico "Hg-DESL H8-INC
3 05683 65332 6,75 9158% 321%

12 -3,9492 -6,7414 —6,75 4149% 0,13%

L— 1A A n 25 -5,6863 -6,7561 -6,75 15,76 % 0,09 %

30 59249 -6,7563 -6,75 12,22% 0,09 %
Peso proprio

Figura 10 — Tens&do normal no ponto de Gauss de referéncia 3 002654 -0,30224 -0,30375 91,26% 0,50 %
versus numero de elementos — carga concentrada 12 -0,17822 -0,30397 -0,30375 41,33% 0,07 %

—0.5

—0.6

—0.7

—0.s

Uumm([nnl)

T, (MPa) 25 -0,25617 -0,30429 -0,30375 15,66% 0,18%

30 -0,26688 -0,30433 -0,30375 12,14% 0,19%

3.0 Carga de superficie

0| e - 3 006635 075561 —0,75937 9126% 0,50 %
‘ 12 044556 —0,75991 -0,75937 41,32% 0,07 %

25 -0,64044 -0,76071 -0,75937 15,66% 0,18 %

—@— tedrico

30 -0,66720 -0,76082 -0,75937 12,14% 0,19 %
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Numero de elementos
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Tabela 2 — Valores da tensdo normal (MPa)

Carga aplicada na extremidade livre

N°. de Valor numérico Valor Erro relativo

elem. 'Hg-DESL| H8-INC | teorico |Hg-DESL[H8-INC
3 0,19091 | 2,18269 | 2,41506 | 92,09% | 9,62 %
12 1,51881 | 2,51179 | 2,55232 | 40,49 % | 1,59 %
25 2,22974 | 2,56679 | 2,57611 | 13,45% | 0,36 %
30 | 2,32971 | 2,57465 | 2,57977 | 9,69% | 0,20%

Peso proprio
3 0,00993 | 0,1134 0,1347 | 92,63 % (15,81 %
12 0,08749 | 0,14466 | 0,15044 | 41,84% | 3,84 %
25 0,13115 | 0,15097 | 0,15326 | 14,43% | 1,50 %
30 0,13748 | 0,15193 0,1537 1055% | 1,15%
Carga de superficie

3 0,02486 | 0,28349 | 0,33674 | 92,62 % [15,81 %
12 0,21876 | 0,36165 | 0,37611 | 41,84% | 3,84 %
25 0,32790 | 0,37742 | 0,38315 | 14,42% | 1,50 %
30 0,34373 | 0,37982 | 0,38424 | 1054% | 1,15%

4.2 — Placa quadrada

A placa possui lado de comprimento L = 100 mm e
espessura t = 1 mm como mostrado na Figura 13. Adota-se
0 médulo de elasticidade E = 10* N/mm2, e o coeficiente de
Poisson v = 0,3. Como condi¢Ges de contorno, imp&e-se
engastamento perfeito nas bordas da placa. A placa sera
submetida a uma carga concentrada P = 20 N aplicada no
seu centro. Devido a simetria, apenas um quarto da
estrutura foi discretizada, area hachurada mais escura da
Figura 13. Adotou-se quatro malhas com Ne = 4 - (2x2x1),
16 - (4%4x1), 64 - (8%8x1) e 256 - (16x16x1) elementos.
A solucdo analitica para os deslocamentos no centro da
placa pode ser encontrada em Timoshenko e Woinowsky-
Krieger (1959), dada pela Equagéo 39.

12(1-+?
w=0,0056 PL2 % =-1,22304mm (39)

Figura 13 — Placa quadrada engastada em todas as bordas e
submetida a uma carga concentrada P em seu centro

K =]

Na Figura 14 observa-se que os deslocamentos
obtidos com o elemento H8-INC sdo préximos do valor
tedrico, com malhas mais refinadas: 64 e 256 elementos.
Para o caso de malhas grosseiras os resultados ndo foram
bons, isto porque os modos incompativeis foram obtidos
para simular flexdo pura. Entretanto, os esforgos seccionais

de um elemento de placa sdo compostos por flexdo e
tor¢do ao longo dos eixos x e y, 0 que gera um estado
multiaxial de tensGes. Por outro lado, com o elemento H8-
DESL os resultados de deslocamentos ndo conseguem
representar do ponto de vista quantitativo o
comportamento fisico da placa, isto porque sdo elementos
apropriados para simular o comportamento de
componentes estruturais sujeitos a tracdo ou compressédo
simples.

Figura 14 — Valores de deslocamentos versus nimero de
elementos
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Na Tabela 3 s8o apresentados o0s valores dos
deslocamentos para todas as malhas. Observa-se que 0 erro
relativo em deslocamentos, para o elemento H8-INC com
duzentos e cinquenta e seis elementos é de apenas 0,17%.
Para esta mesma discretizacdo, o elemento H8-DESL
apresenta um erro relativo em deslocamentos muito alto:
73,16%.

Tabela 3 — Valores dos deslocamentos (mm)
Carga aplicada no centro da placa

N°. de Valor numérico Valor Erro relativo
elem. "Hg-DESL H8-INC  teorico "Hg-DESL H8-INC
4 —0,00835 -0,08972 -1,22304 99,32% 92,66 %
16 -0,03076 -0,67638 -1,22304 97,48% 44,70%
64 -0,10980 -1,15123 -1,22304 91,02% 587 %
256 -0,32825 -1,22092 -1,22304 73,16% 0,17 %
CONCLUSOES

Neste trabalho apresentou-se, de forma detalhada, a
formulacdo do método dos modos incompativeis para
elementos lineares hexaédricos de baixa ordem. Foram
descritos fluxogramas para o calculo da matriz de rigidez e
das forcas internas para fins de implementacdo
computacional. O artigo traz de forma clara a deducéo da
matriz de deformagéo para os modos incompativeis B, do

elemento sdlido 3D de oito ndés. O desempenho do
elemento H8-INC para obtengdo dos deslocamentos é
excelente mesmo quando se utiliza malhas com poucos
elementos. Para a malha mais grosseira com que se
discretizou a viga engastada e considerando todos os tipos
de carregamentos, o maior erro relativo encontrado para os
deslocamentos foi de 3,21%. No caso da placa quadrada,
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por estarem presentes esforgos internos mais complexos,
observa-se que 0s erros relativos em deslocamentos
envolvidos sdo elevados para as malhas com quatro e
dezesseis elementos: 92,66% e 44,70%, respectivamente.
Esses percentuais se reduzem drasticamente quando se
utilizam 64 e 256 elementos: 5,.87% e 0,17%,
respectivamente. No que se refere as tensdes, para obter
resultados com maior precisdo é necessario 0 emprego de
malhas um pouco mais refinadas. Assim, para o caso da
viga engastada discretizada com trés elementos,
considerando todas as tipologias de carga analisadas,
observa-se um erro relativo maximo de 15,81%. O menor
erro relativo em tensdo ocorre para 0 caso da carga
concentrada na extremidade livre e quando se utiliza uma
malha de trinta elementos, com valor de 0,20%. O método
dos modos incompativeis é vantajoso dada a sua
simplicidade tedrica e a facilidade de implementacéo
computacional. Além disso, tal elemento é bastante
adequado para a analise de pecas sujeitas a flexdo.
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